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La Regla de Calculo Logaritmica Universal MATHEMA
Por el Dr.Ing. Eugen Moeller, Darmstadt.

Historia de la Regla de Calculo Logaritmica
La regla de célculo logaritmica fue inventada y desarrollada fundamentalmente como resultado de

La formulacion de los logaritmos por Jost Burgi (1607) y Lord John Napier (1614)
La graficacién de escalas logaritmicas por Edmond Gunter (1624)

La adopcion de una segunda regla deslizante por Wingste (1627)

El emparejamiento de dos reglas logaritmicas similares por William Oughtred (1630)
La invencion por Seth Partridge de la reglilla deslizdndose en un marco (1657)

La formulacion de las escalas doble-logaritmicas por Roget (1815)

La re-invencién del cursor por Manheim (1851)

Y el clasico trabajo colaborativo “Darmstadt”, bajo la direccién del Prof. Alwin Walter (1934)

Construccion de la Regla de Calculo Mathema
La Regla de Calculo MAthema ha sido creada para ser utilizada en mateméticas practicas y para el tratamiento
matemaético de las ciencias naturales. Con este propésito en vista, esta Regla de Calculo ha sido construida como
una regla doble-cara (tipo Duplex), y ha sido provista con escalas para todas las funciones elementales a tal punto
de completitud que los céalculos pueden ser llevados a cabo de la forma mas directa posible, haciendo asi estos
célculos no s6lo simples sino también con la maxima precisién. La manipulacion de la Regla de Célculo Mathema
se ve grandemente facilitada por la ubicacién en el frente de la Regla de las escalas que son més frecuentemente
utilizadas, por la introduccion de una unidad comun para los argumentos de las funciones circulares e hiperbdlicas,
por la designacion acorde a la formula de las funciones primarias y sus inversos, por la numeracion ldgica de las
escalas y la gran longitud de las mismas junto a las marcas del cursor.
La escala principal estacionaria, a la cual todas las demés del marco son relacionadas, se designa como Y.
La escala principal mévil, a la cual todas las demas del marco son relacionadas, se designa comoy.
Para una més facil manipulacion, estas dos escalas principales aparecen tanto en el anverso (parte inferior de
reglilla y marco) como en el reverso (parte superior de la reglilla y marco); estan marcadas especialmente en la
década 0.1~ 1.0
Las funciones primarias estan designadas como f(X) o f(x), de acuerdo a si estdn basadas en la escala principal Y
0 en la escala principal y. Aqui aplica la estructura habitual:

Y = f(X)

Y = f(x)

Las funciones inversas dependen de las escalas principales Y e y, y son designadas por f(X) y f(x).

Para hacer posible la representacién de las funciones en el rango que es de importancia practica, algunas escalas
son representadas en varios trozos.

Es por ésta misma razén que en el caso de muchas funciones existen extensiones de escala mas alla de la década
central de las escalas principales.

En el caso de algunas funciones, las repeticiones de escala, que también se extienden mas alld de la década
central de las escalas principales, hacen innecesario en muchos casos el cambio de posicion de la reglilla de una
posicion final a otra.

Todas las escalas que van de izquierda a derecha estan en negro. Las escalas invertidas, es decir, aquellas cuyos
nameros crecen de derecha a izquierda, estan en rojo.

La unidad comun utilizada para los argumentos de las funciones circulares e hiperbdlicas, que se relacionan entre
si y estan frecuentemente emparejadas una con otra en ecuaciones y férmulas, es el Grado métrico. Para una facil
conversién de grados métricos a medida circular (radianes), el cursor esta provisto con unas marcas del factor p/2
en las escalas normales.

Las posiciones del punto decimal en las cifras dadas por la Regla de Calculo Mathema estan basadas uniforme-
mente en las escalas trigonométricas y pitagoricas. Esto no es aplicable a las escalas con expresiones de
funciones entre corchetes [].

En aras de una mayor legibilidad, las designaciones de valores numéricos se han mantenido cortas.

Un punto precediendo o siguiendo una cifra significa que tantos ceros deben preceder o seguir esta cifra como sea
indicado por la pequefia potencia entera de diez indicada cerca de ella.

Las escalas, excepto para € y log( Y) estan divididas irregularmente. En particular, los intervalos entre marcas en
la escala tienen diferentes longitudes dependiendo de su posicion en la escala. Las unidades en sistema decimal
no siempre estan divididas en intervalos de 10, sino de a 5 o0 de a 2 por requerimientos especiales. Las
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correspondencias mutuas entre los valores de escala de las variadas funciones son generalmente establecidas por
medio de la linea principal del cursor. En el extremo izquierdo de la regla de calculo es mas ventajoso utilizar la
linea izquierda del cursor asi como la linea derecha en el extremo derecho de la regla, siempre que no se estén

utilizando las escalas €* y log( Y). Las distancias entre las lineas del cursor corresponden a los factores p/2'y p/4.
Los parrafos con ejemplos de calculo en estas instrucciones y en el reverso de la Regla de Calculo Mathema estan
ordenados de izquierda a derecha en el orden de las etapas individuales del célculo y por lo tanto, generalmente no
concuerdan con la distribucién espacial de los valores en las escalas. Las escalas funcionales requeridas para los
ejemplos se muestran como reproducciones parciales de las inscripciones.

Teoria de la Regla de Calculo

El principio de calculo utilizando una regla de célculo logaritmica consiste en convertir la adicidon y substraccion de
secciones de la regla (que pueden ser llevada a a cabo mecanicamente) en dos mayores procesos de célculo, por
medio del hecho de que estas secciones de la regla representan valores de funciones en relacion a una escala
logaritmica.

En la multiplicacién y division de niumeros naturales, los logaritmos de los numeros naturales son representados
en las dos escalas que son utilizadas en conjuncién una con otra. Entonces,

Tog a + Tog b = Tog (a x b)
Tlog a - Tog b Tog (a + b)

Tanto el punto inicial como el final de la escala logaritmica simple es el nimero 1, porque 1 es un factor que no
tiene efecto en otros nimeros y porque log(1) = 0.

Las escalas con los logaritmos de los nimeros naturales son las escalas normales de la Regla de Célculo; y éstas
son las escalas principales en relacién a las demas.

Las potencias y raices de los nimeros naturales son obtenidas si una de las escalas es una escala principal y la
otra es una escala de boble-logaritmos de los niUmeros naturales. Por lo tanto,

Tog (log a) + 1log n = 1log (n x log a) Tog (log a"),

1
lTog (log a").

1
Tog (log a) — log n Tog (—x log a)
n

Los puntos inicial y final de las escalas doble-logaritmicas es la base de los logaritmos, ya que su logaritmo =1y el
logaritmo de 1 = 0.
La inversion del proceso de célculo da las exponenciaciones:

log (log a") - log (log a) = log (log a" + log a) = log n

1
log (log a") - log (log a) = log (log a

Sk

1
+ log a) = log —
n

Sl

Los exponentes n y — son también 1los logaritmos base a de 1los antilogaritmos a" y a
n

respectivamente.
Generalmente hablando, no hay necesidad de ninguna extensién en el célculo
Tog b)

Log (lTog a) + log (log b) = log (log a Tog a)

= Tog (log b
Es suficiente si calculos de este tipo o similares pueden ser ejecutados en la Regla de Célculo en pasos simples.
Por otra parte, para aumentar las posibilidades de utilizar la Regla de Célculo en matemaéticas, fisica e ingenieria,
es importante que las funciones elementales asi como algunas otras funciones sean incluidas en la Regla de
calculo y se muestren en relacién a las escalas principales.

Con las escalas de funciones f(X) y f(x)es posible, proyectandolas en las escalas principales o en las escalas doble-
logaritmicas, llevar a cabo todas las operaciones de altas mateméaticas que corresponden a las siguientes
relaciones:
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log f(X) + Tog f(x) log (f(X) x f(x))

log f(X) - Tog f(x) log (f(X) + f(x))

Tog (log f(X)) + log f(x) = log (log f(X)"™)
Tog (log f(X)) - log f(x) = log (log f(X)"T(X))

Las relaciones entre escalas de funciones son también importantes. Transfiriendo de la escala f(X) a la escala
f(Y), se encuentra la funcion f(X)sy), porque el valor Y es reemplazado por la funcion f(X).

Lo mismo aplica a la transferencia de la escala f(x) a la escala f(y).

Cuando transferimos de la escala f(X) a la escala f(y), f(X) alun requiere el factor que se indica en el extremo
opuesto al indice Y = 1 de la escala principal.

El correspondiente estado de cosas se obtiene cuando transferimos de la escala f(x) a la escala f(Y). El factor para
f(x) aparece en el extremo opuestosay=1enY.

Utilizando las marcas del cursor es también posible introducir factores basados en p al transferir de esta forma.

Para conseguir la coordinacion de las escalas de funciones con las escalas principales, ellas también estan en
forma logaritmica. No obstante, el hecho general de que son logaritmos no se muestra en las designaciones ni en
las cifras marcadas en las escalas, pero en aras de la simplicidad, se imprimen los antilogaritmos directamente en
los indices de las escalas.

El hecho de que estamos manejando una regla de calculo logaritmica es mas que suficiente para recordarnos el
verdadero estado de cosas.

Las funciones se incluyen en la Regla de Calculo en forma continua. Esto significa que son facilmente interpola-
bles, pero también que solo pueden ser fijadas y leidas con un grado de exactitud limitado. SiL es la longitud de
la regla de célculo (que se utiliza para representar la unidad log e = 1), entonces la longitud z de la seccidn logarit-
mica de de la regla de tamafio y es:

z=Lxlogy

En posicionamientos y lecturas los errores equivalen a la longitud Dz, el error relativo de la escala principal es:
Dy/y=Dz/L

Es por lo tanto constante e independiente de las funciones f(x) que hayan podido ser transferidas a la escala y.

Si L = (longitud de la década de 200 mm) / log 10 = 86,8...mm y [z = L/500 = 0,17...mm, obtenemos en la escala
principal un el error relativo de 0,2 %.

Si n multiplicaciones o divisiones siguen una a la otra, el error aparente crecera v/ N veces, de acuerdo con la ley
Gaussiana de errores.

La longitud z de la seccién logaritmica de la funcion f(x), relacionada con la escala principal es

Z =L x log f(x)
Si los errores de posicionamiento y lectura llegan a la longitud Dz, el error relativo en la escala de funciones
f(x) sera

Dx/x =Dz f(x) /L xf(x)
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Los errores expresados en %o se muestran en la tabla siguiente para cuando Dz / L = 1/500

f(y) y=0.01 0.1 1 10 f(y)

X 2 2 y

1/x -2 -2 1ly

1N(X) -4 -4 11y

V(x) 4 4 y?
V- 002 o a-y)
V¢ = 1) 0.02 1 V(L +yD)
sin X 2.03 ) arcsiny
tan x 1.99 1.27 arctany
sinh x 1.99 1.61 0.66 arc sinh y
cosh x 0 0.67 arc coshy
tanh x 2.03 0 arc tanh y
X 00 0.87 ey

log x 0.02 0.2 2 20 log y

Se ha empleado un simple esquema para describir el proceso de célculo, en el cual los valores en escalas
adyacentes se marcan con un trazo oblicuo (/) y la transicién de una seccién de la escala a otra con dos trazos
oblicuos (//).

Las escalas se indican poniendo la funcién f(x) frente a las letras Sc; el valor de posicionamiento o lectura se
muestra subsecuentemente. Las letras b.p. significan el ajuste de la escala a la posicion basica (cero), en la cual
las escalas principales coinciden.

Las escalas de la Regla de Calculo Mathema y sus relaciones entre ellas.

Las escalas principales X ey, y sus reciprocas 1/y
Las secciones correspondientes a la década de 0.1 a 1 y de 1 a 10, en una escala logaritmica de numeros
naturales replica exactamente una a la otra, porque los logaritmos solo difieren por la cifra de la potencia de diez.

Una década de las escalas principales Y e y ya contiene por tanto todos los nimeros posibles, si no consideramos
las posiciones. Se hace uso de esto para que cada indice de una potencia entera de diez sea considerada como
indice inicial o final de la escala principal.

Esto significa que la regla debe ser transpuesta en relacién al uno inicial de las escalas principales, al uno que sea
congruente en el otro extremo de la regla., para que el resultado del calculo se vea posicionado en el rango
conveniente de la regla de célculo.

La escala 1/yes una escala principal regresiva, de acuerdo a la relacién log 1/y = -log y

Esta escala hace posible convertir una multiplicacién en una division por 1/a y viceversa.

Las relaciones entre las escalas principales Y por un lado, e y y 1/y por otro, son de multiplicacién y division.

Como norma, los calculos simples comienzan moviendo el cursor, de manera que cuando la reglilla haya sido
movida el resultado aparezca en la década principal, y de esa forma sera posible continuar con el célculo
inmediatamente en casos de expresiones mas largas.

En casos de célculos tabulares es una buena idea posicionar una marca extrema de la reglilla sobre el término
constante en la escala Y, para que luego sea posible tanto multiplicar por factores variables por medio de la escala
y, como dividir por divisores variables por medio de la escala 1/y.

El posicionamiento de los niumeros en las escalas principales, que puede ser llevado a cabo con la ayuda de las

lineas del cursor o en el caso de de las escalas Y e y por medio del indice de la otra escala, se vera afectado sin
consideracion de la posicion del punto decimal en la secuencia de digitos.
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En el caso de nimeros como 1234, el cuarto digito so6lo podra ser estimado. En el caso de cifras como 8765 es
casi imposible dar suficiente atencion al cuarto digito.

Una division como 2468 / 8.765 = 281.6 se lleva a cabo poniendo la linea del cursor en Y = 2468 y luego
haciendo y = 8765 en la reglilla, bajo la linea del cursor.

El resultado se encontrard en la escala Y, opuesto al indice de la escala y; Esc.Y 2468 / Esc.y 8.765 // Esc.y 1/
Esc.Y 281.6

Una multiplicacién como 234 x 567 = 1327 x 102 se lleva a cabo poniendo la linea del cursor en Y = 234 y luego
trayendo 1/y = 567 de la reglilla debajo de la linea del cursor.
El resultado se encontrara en la escala Y, opuesto al indice de la reglilla; Esc.Y 234 / Esc.1/y 567 // Esc.y 0.1/

Esc.Y 1327 x 10°.

Los ultimos lugares de cocientes y productos simples pueden ser calculados exactamente por consideracion. Con
esto es habitual estimar las escalas.
Ejemplo: 605 /4 =151.25, 202 x 3 =606

La posicion del punto decimal se encuentra por un calculo mental aproximado o en casos en que no se pueda
ver a primera vista, estimando las potencias de diez.
Ejemplo: 246800 /0.008765 = aprox. 3 x 10°/1x 107 = 2816 x 10

Alternando el uso del cursor y de la reglilla es posible efectuar multiplicaciones y divisiones continuas. Cuando se
hace esto, no hay necesidad de leer todos los resultados intermedios o posicionar el indice de la reglilla para ello.

Si por ejemplo, los nimeros son todos factores de una multiplicacion, entonces se utilizaran alternativamente las

I _ .1, .1
escalas 1/y e y, en conjuncién con la escala Y. De esta forma, a x b x ¢ x d se convierte en a B c —.

d

a
Encontrard que 12 x 34 x 56 x 78 = 1782 x 10°. En el caso de expresiones como E encontrara que

1782 oo
(12° 34" 56)

El siguiente es un diagrama de cédmo se pueden calcular las posibles combinaciones de segundas de los valores a,
byc

1y c b b c lly
y b C b C y
Y a ac/b a a/bc a abc a abl/c Y

Si un factor de un producto esta en las cercanias de 1 y se conoce con un buen grado de exactitud, como es el
caso de algunas funciones inversas en la Regla de Céalculo Mathema, se puede obtener un mayor grado de
exactitud en la multiplicacion descomponiendo el factor en 1 y la desviacion de esta cifra.

Ejemplo: 0.9876 x 543 = (1 — 0.0124) x 543 = 543 — 6.73 = 536.27 Calculando de la otra forma, solo se obtiene 536
como resultado.

Si un cociente es obtenido de términos conocidos en las cercanias de 1, o si la diferencia entre esos términos se
conoce muy exactamente, es otra caso en que ladescomposicion puede ser valiosa.
Ejemplo: 456 /455 =1+ 1/455=1.002198 Operando segun el otro método se obtendria 1.002

Opuestos a los indices inicial y final de las escalas Y e y se encontraran valores que son reciprocos uno del otro.
Esto hace posible despejar fracciones como reciprocados, con el numerador y el denominador intercambiados, de
forma de obtener el resultado directamente. Este método es apropiado si la funcién primaria relacionada con la
escala Y se sitla como denominador de un factor.

Ejemplo: 678 x cosec 30 = 1/ (sin 30 / 678) = 1493 y llevando a cabo este calculo no es necesario realizar la
lectura de sin 30 = 0.454.

El resultado ahora aparece en la escala y, la linea del cursor puesta sobre sin 30 y el 678 de la escala y en la
reglilla puesto bajo la linea del cursor.
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. . . L d , . .
Por medio de la marca P/2 del cursor es posible convertir grados métricos ~ de un angulo en medida circular en
radianes, y viceversa. Entonces

19 = p/200 rad = 0.01570796 rad
1 rad = 200/p rad = 63.66108"
p = 3.1415927 = 63.66198"

La interpolacion lineal de valore numéricos depende de una proporcionalidad suficientemente precisa entre las
diferencias en los argumentos y las diferencias en los valores de funcion en los casos en cuestion.

La regla de calculo puede ser convenientemente utilizada para este propésito adn cuando se utilicen tablas de
cuatro digitos.

El siguiente método es adecuado para interpolaciones repetidas entre un nimero pequefio a y uno mayor b,
ambos conocidos sélo con la precision de la regla de célculo, y la diferencia entre argumentos d.

Ubique d en la escala 'y opuesto a b-a en la escala Y. Entonces el nimero d en la escala Y quedara opuesto a un
namero a en la escala y, y también el nUmero b en la escala Y quedara opuesto al nimero c+d en la escala y; los
cambios en el argumento que se puede ver en la escalay (los valores que varian de ¢ o de c+d como puede ser el
caso)dan los valores de funcidn relativos en la escala Y y viceversa. Obtenemos el siguiente esquema:

d c c+d y
b-a a < b Y

y
Y

Esto puede ser probado escribiéndolo como sigue:
c=ad/(b-a)
c+d=bd/(b-a)=ad/(b-a)+d

El valor de ¢ puede ser redondeado sin efectos adversos apreciables, para simplificar la lectura de los cambios en
el argumento.

Ejemplo: a =456; b=789;d =2 Encontramos que ¢ = 2.7388, que puede ser aproximado a 2.74.

Para un aumento del argumento de 0.234 el valor de funcion es 495, si el argumento aumenta de a hasta b; de lo
contrario el valor de funcién es 750.

JJIL_.\_, Las raices de la ecuacion cuadratica x2 +ax+b=0
o e _ J_ , _ , .
\\ ! | i il pueden ser obtenidas en niumeros reales de las abcisas
, : : ! de los puntos de interseccion de la parabola unidad
]llll'l ( Iﬂ / ! Y1 = X2
| | | / j
L i {f i y la linea recta
\ ' : 1| / H
J— ! 4 =-ax-b
lIII 3 I|I| yZ
! )

] Es suficiente poner el borde de una regla en la parabola y
—f hacer una estimacion, si las soluciones encontradas son
mejoradas por medio de la Regla de Calculo.
!

n |'" ' ; Para este propésito ponemos la ecuacién que recién
mencionamos en su forma para regla de calculo:

J- b
3 : X+—=a
i | X
y entonces colocamos el indice de la reglilla sobre b en la
\ 2 ’ —/ escala Y; por medio de la linea del cursor es entonces

; posible, trabajando desde la escala Y, encontrar en la
L _ ¢ __ escala 1/y el valor b/x que pertenezca a cualquier valor
h de x deseado. La suma de los dos valores debe ser —a,
] cosa que debe ser verificada.
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Como las raices x; y X, obedecen la Ley de Vieta, de acuerdo a la cual
X1+ X =-a

ambas raices se encontraran en la regla de célculo al mismo tiempo.

Ejemplo: x—2/x = 3; x;=3.56; X,=-0.56

Si la linea recta y/2 no interfecta la parabola vy, y las raices son por tanto conjugados complejos, se utilizara la
siguiente formula, también vélida:

Los criterios de las coordenadas del diagrama de la parabola cuadratica unidad de la izquierda pueden ser
utilizados como numeradores si es necesario variar las escalas de las coordenadas. Cuando se haga esto se
debera tener cuidado para verificar que la ecuacién de la pardbola cuadratica unidad sea mantenida.

Parabola Cuadratica Unidad y = x° Si por ejemplo el tamafio de la abcisa es duplicado, el
tamafio de la ordenada debe ser cuadruplicado.

Las escalas principales son adecuadas para la utilizacion del Método Horner para la determinacion del valor de
ecuaciones del siguiente tipo:

bo = agx* + asx® + ax® + a;x +a,
para un valor dado de x. Con este proposito, los coeficientes se escriben en series y el sistema se completa paso a
paso como se muestra, cuando by = a4, bs = as + byx , b, = a, + bsx, etc.

Repitiendo su aplicacién, se encuentra que c1=f'(x) / 1! ,d2 =f "(x) / 2! , etc. para el valor aceptado de x.

ay as ao a; =1)
+b,x +bsx +hox +b;x
b, b b, b, by = f(x)/0!
X +CyX +C3X +CoX
Cy C3 Co C, = f '(X)/ll
+d X +d3x
dy ds d, = f"(x)/2!

Uno de los indices de la reglilla se coloca sobre x en la escala Y. La linea del cursor se pone entoncesenb,cyd
y los productos se leen en la escala Y. Si cuando hacemos esto uno u otro de los factores requiere la
transposicion de la reglilla, la posicion de la reglilla no se cambia y la multiplicacién se lleva a cabo con el factor en
cuestion, ya sea duplicado o dividido a la mitad, y el resultado sera entonces dividido a la mitad o duplicado segun
sea el caso.
Ejemplo: La ecuacion cubica

x®—15.4 x* + 82.65 x — 150.7 = 0

es liberada de su término cuadratico insertando
Xx=y+154/3

Esto puede ser hecho con la ayuda del Método Horner, utilizdndolo en dos etapas con la cifra 15.4 / 3 = 5.1333, de
manera de obtener los coeficientes de la ecuacion reducida. El valor 3 en la escala y se opone al 154 de la escala
Y sin la ayuda del cursor, y obtenemos

1 -15.4 82.65 -150.7

+ 5.133 -52.70 +153.7

15.4/3 1 -10.267 29.95 3.0
+ 5.133 -26.35
1 - 5.133 3.60

Como puede verse, continuando con el mismo método se

reducida es

haria desaparecer el segundo término. La ecuacion

y3+36y+3=0

Hoja 8/25



F&C 2/84 Mathema y 2/84N
21 \/ 2 \/ 2 , \/ 2
Las escalas Parabdlicas VvX..Y%, VX..y“y sus reciprocas 1/vVx..1lly

En vista de la gran importancia de los cuadrados y raices cuadradas, las escalas parabdlicas y sus reciprocas han
sido incluidas en la Regla de Calculo Mathema, con el mismo grado de completitud que las escalas principales.

Como
|Og\/; = k)%

aqui también tenemos escalas normales; sin embargo, las divisiones en esas escalas tienen la mitad de tamafio
que las de las escalas principales.

Eso significa que es posible multiplicar y dividir con ellas en la misma forma que con las escalas principales y sus
reciprocas, y que esto puede ser hecho completamente sin tener que trasponer la reglilla, que es muy conveniente
por ejemplo, en interpolaciones lineales o valores tabulares. Sin embargo, en este caso se debe soportar la
duplicacion del error relativo si la raiz no es extraida del producto o del cociente.

Como el cuadrado y la raiz cuadrada de series numéricas ordinarias representan el diagrama de una parabola, la
escala parabdlica es una concepcion colectiva para el cuadrado y la raiz cuadrada.

Dos décadas de la escala parabdlica corresponden a la década de una escala principal.

Cuando se extraen raices cuadradas, que puede ser hecho por medio de la linea del cursor o uno de los indices de
la reglilla, se debe comenzar desde la década izquierda o derecha dependiendo de si la cantidad de digitos que
preceden al punto decimal o la cantidad de ceros que siguen al mismo es impar o par.

Ejemplos: ¥123 = 11.9 ; ¥12.3 = 3.507; ¥0.0123 = 0.1109; V¥0.123 = 0.3507

En caso de expresiones compuestas, ademas de factores lineales y divisores, los términos lineales pueden ser
calculados tanto por medio de las escalas parabdlicas como por medio de las escalas principales.

En la siguiente tabla se muestran los resultados para el caso en que un valor a se pone en la escala Y por medio
de la linea del cursor, un valor b de la respectiva escala de la reglilla se pone bajo la linea del cursor y el resultado
se lee en el indice opuesto de las escalas mdviles y estacionarias principales y parabdlicas.

VX a a’/b” 1 a a’.b’ 1 a a’.b 1 a’ a’lb 1 Y?
x b’ 1 b’a® | 1/b° 1 1/&°%B° | 1b 1 1/a’b b 1 b/a’ v
x| w? 1 a’lb® | b’ 1 a’b’ b 1 a’b 1/b 1 a’lb | 1i?
1ly 1/b 1 alb b 1 ab \b 1 ab | 11b 1 ahb 1ly
y b 1 b/a 1/b 1 1/ab | 1hb 1 1/avb | b 1 (b/a) y
Y a a/b 1 a ab 1 a avb 1 a ab Y

La proxima tabla equivale a la anterior excepto que en este caso, a esta en la escala Vx
VX a a/b’ 1 a ab® 1 a ab 1 a a/b 1 Y?
Vx b* 1 b’a | 1/b° 1 1/ab’ 1/b 1 1/ab b 1 b/a Y
1Wx | 1/b? 1 a/b® | b? 1 ab? b 1 ab 1/b 1 ab | 1y
1y | 1b 1 A@b)| b 1 \(ab) \b 1 V(ab) | 1Ab 1 A@b)| 1y
y b 1 bANa | 1/b 1  1N@b) | 1N@) 1 1AN@b) | b 1 b))l vy
Y Va @ab) 1 Ja  +(ab) 1 Va \(ab) 1 Ja  (a/b) 1 Y

La marca superior P/4 del cursor, que cuenta desde la linea principal =1 como la marca superior P/2, hace posible
encontrar el area de un circulo de un diametro dado directamente en una escala principal, en la correspondiente
escala parabdlica o inversamente, el diametro de un circulo de un &rea dada.

Ejemplos: p/4 x 2345% = 432 x 10* V(2345 x 4/p) = 54.55

El cubo y la raiz cuadrada, asi como la raiz ctbica y el cuadrado pueden ser calculadospor medio de las escalas
principal y parabdlica de tal forma que aparecen en escalas estacionarias normales listas para una inmediata
continuacion del célculo.

En la siguiente representacion de la formacion de la tercera potencia, es inmaterial en qué década de la escala
parabdlica reciproca se fija el valor inicial. Cuando se calculan raices cuadradas de estas, sin embargo, las reglas
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decadicas para la extraccion de las raices cuadradas deben ser inmediatamente seguidas cuando se fijen los
valores iniciales, porque esos términos estan encerrados entre corchetes.
Ejemplos: 2°% = 2.828; 20%%=89.4

Cuando se forma la raiz cubica, el hecho es que debe ser encontrada por ensayo y error, simbolizado por una linea
doble. Los valores en las escalas 1/\/x..1/y2 e Y bajo el cursor deben concordar. Cuando se hace esto, es

inmaterial qué década de la escala parabdlica estacionaria es utilizada para fijar la cifra inicial, suponiendo que la
respuesta aproximada sea estimada primero, de manera que sea posible seleccionar la correcta de tres posibles
posiciones del cursor.

En el caso de las raices cuadradas, las reglas de década correspondiente deben ser observadas cuando se fijan
los valores iniciales, porque esos términos estan encerrados entre corchetes.

Ejemplos: 2°% = 1.587; 20?°=7.37; 200%°*=34.2
VX a’ 1 b ab”” 1 Y’
x 1 1/a° 1 1/ 1/b v
1x a 1 3 1 v b a
1ly B 1 312 1 (b*® (Vb) 1ly
y 1 (1/a*?) 1 (1/6"°) (1/\b) y
Y a a’” 1 \b b'” 1 Y

Las cuartas potencias se fijan en la escala parabdlica estacionaria por medio de un indice de la reglilla, si la base
se marca en la escala Y por medio de la linea del cursor y la reglilla se A
mueve de forma que la base en la escala 1/y quede debajo del cursor. ¥

9
De esta forma el cuadrado de la base ha sido elevado nuevamente al

cuadrado en relacion a la escala estacionaria parabdlica.

Las raices cuartas se obtienen sin proceso de ensayo y error 1
extrayendo la raiz cuadrada dos veces una sobre otra, y cuando se
hace esto se deben tener en cuenta las reglas decédicas

correspondientes. || ; 3
Ejemplos: 2"*=1.189; 20" =2.115; 200" = 3.760; 2000" = 6.69 ' b

Las raices de la ecuacion clbica reducida S
x*+ax+b=0 ;’
se obtienen en numeros reales de las abcisas de los puntos de E
interseccion de la parabola cubica unigad ‘//
y1=X i

y de la linea recta

Yo =-ax-b
Poniendo el borde de una regla sobre la pardbola clubica y haciendo . Ca e U B
una estimacion sera suficiente, si la solucién asi obtenida es corregida | / :

por medio de la regla de célculo.

Con este proposito, la ecuacién que hemos visto se convierte en su ) b E
forma para regla de célculo: i

b
X + = - a i LR -
X [ -[2 :
y un indice de la reglilla se pone sobre b en la escala Y. Entonces, por ! [ '
medio de la linea del cursor se obtiene, comenzando desde la escala b
Y, los valores de b/2 en la escala 1/y perteneciendo a cada valor I I
deseado de x° en la escala fija parabdlica.

|
Dl | X Y? | s Lo
1ly I bix, 1ly |' f I |
y 1 y b .
Yl X1 Y Ll | [
La suma de los dos valores debe ser igual a —a, y esto debe ser I -

conseguido por ensayo y error. Si una raiz x; es conocida, las otras
dos pueden ser encontradas por
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X, | 3x?
xz,xgzéz - a- %

Que es particularmente necesario si son conjugados complejos. Si se conocen dos raices de la ecuacion, la tercera
puede ser obtenida por la Ley de Vieta, completando la suma de las raices al coeficiente negativo del segundo
término mas alto de la ecuacion, en este caso, sin embargo, a cero.

Ejemplo: x3 + 3.6x + 3 = 0; X; =-0.726; X, X3 = 0.363 % 2i

Los coeficientes de las coordenadas del diagrama adyacente, de la parabola cubica unidad, pueden ser utilizados
como “numeraciones” si es necesario cambiar las escalas de las coordenadas. Cuando se haga esto se debe tener
en cuenta que la ecuacién de la pardbola cubica unidad debe ser mantenida. Esto significa que si las mediciones
de las abcisas son, digamos, duplicadas,las medidas de las ordenadas deben ser multiplicadas por ocho.

Parabola Cubica unidad y =x*

La extracciéon de la raiz cuadrada de nimero ¢ mas exacta se llevara a cabo en la forma

+Jc=+Ja?+R=a+x ¥

Asi como x puede ser determinado por medio de la regla de calculo, de acuerdo con el s
siguiente requerimiento .
R y " i
— =X Interpolacion Cuadratica o ]
(2a+ x) A2
Este proceso puede también ser aplicado luego de varias :_1’# |
Etapas de célculo para extraer la raiz exacta. " e |G |
G i | l
Ejemplos: 123456 = 1/122500+956 = 350+1.363 = 351.363 y ) IT |
ya que 956 + (700 + 1.363) = 1.363 -] | g
/159876 » 4/160000- 124 = 400- 0.155 » 399.845 RN e "_ " iy

ya que 124 + (800 — 0.155) = 0.155

En la interpolacion cuadrética de una funcién, la curva de la funcion es reemplazada por una parabola. Si los
valores de la funcién y = f(x) son conocidos para intervalos iguales entre argumentos, busquemos la ordenada
Yo=Ay para la abcisa Xo+AX < X1, 0 la abcisa Xo+Ax para la ordenada y,+Ay <y, El punto yo+Ay =f(Xo+AX) debe
residir ahora, con un razonable grado de exactitud en la parabola sustituta; el valor deseado podra entonces ser
determinado por una interpolacion directa o inversa.

La parabola sustituta debe pasar por el punto (Xo,Yo) Y por el (x1,y1). En aras de la simplicidad su eje debe ser
paralelo al eje de ordenadas. Una regla adecuada para actuar como condicién adicional para la parabolaes que las
ordenadas de la parabola sustituta deben ser la media aritmética de las ordenadas de la pardbola 1 a través del
punto (x,y) y la parabola 2 a través del punto (Xz,y).

Si el término interpolado linealmente es L y el término interpolado cuadraticamente es Q, entonces la definicién

2
Dx & Dx O

Dy = L+§ = Q
Xy - Xp X1 - Xo g

yL=y1-¥o-Q

2| Q ¢ L
szé 1+4DyF-1g- (x, - xo)z

Si la expresién de la raiz est4 en las cercanias de 1 y no puede ser calculada mejor con las escalas Pitagoéricas,
Q
L2

Por la interpolacion inversa obtenemos

con la forma corta k =Dy

encontramos que Dx = (1- k+2k?2 - 5k® +14k* - 42k® +132k® - 429k +1430k® - +) (x, - xo)%
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Q, de la pardbola 1 se encuentra por:
Yo-Y1=Li+ Qs
y1-Yya1=2L; +4Q;
Q1= (y1—2Yo+ Y1) +2

De forma analoga encontramos Q, de la parabola 2
Q2=(Yo—2y1+Yy) +2

De donde obtenemos que Q=((Y2-y1) —(Yo-Yya) v 4

0, expresado en palabras, el término interpolado cuadraticamente es un cuarto de la diferencia entre la diferencia
tabular del intervalo siguiente y la diferencia tabular del intervalo anterior.

La parabola sustituta es coincidente con la curva dada si ésta es una parabola del tipo y = x?; en dicho caso L=2x y
Q=1 cuando el intervalo del argumento es 1, como veremos inmediatamente por la ecuacion

(x+1)* = x? +2x+1
Por otra parte, la parabola sustituta no coincide con la parabola y=Vx. Esto significa que antes de pensar en una
tabla de niumeros se debe verificar previamente, por medio de interpolacién cuadrética, si las dos variables son

independientes y permiten una mayor exactitud. Muy a menudo es aconsejable especificar una de las variables en
su forma reciproca.

Ejemplo 1. Asumamos que y=e*, donde x=2.30 con intervalos de 0.01. Se desea encontrar y cuando x=2.315 y x
cuando y=10.12

X y Difer.tabular Q L
2.30 9.974 182
0.100 243
2.31 10.074 425
0.101 249 0.000 506 0.100 743
2.32 10.175 674
0.102 268
2.33 10.277 942

Obtenemos e**"® = 10.074425 + 0.050371 + 0.000127 = 10.124923, que coincide con el valor verdadero.

Generalmente debe ponerse

en la escala Y, y entonces la parte lineal de Ay se lee con L en la escala y
X1~ Xp

y la parte cuadratica de Ay con la reglilla en la misma posiciéon y Q en la escala Ix.y? .
Cuando y=10.12, entonces k=0.0022722 y x=2.314514, lo que coincide con el valor verdadero.

Ejemplo 2. Dado y=log(x) cuando x=10.0 con intervalos de 0.1, encontrar y cuando x=10.15 y x cuando y=2.317

X y Difer.tabular Q L
10.0 2.302 585
0.009 950
10.1 2.312 535
0.009 853 -0.000 0485 0.009 9015
10.2 2.322 388
0.009 756
10.3 2.332 144

Obtenemos log(10.13) = 2.312535 + 0.004951 — 0.000012 = 2.317474, lo que coincide con el valor verdadero.

Si y=2.317, k sera = -0.0022088 y x=10.145194, cuyo ultimo digito est4d excedido en 1.Ambos ejemplos de
interpolacién inversa han sido calculados también en una maquina de calcular, para demostrar la exactitud de la
interpolacién cuadratica en los casos propuestos. Se debe reconocer, sin embargo, que la Regla de Célculo puede
ser una util ayuda en en célculos subsidiarios aun cuando se utilicen métodos méas exactos en otros aspectos.
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Las escalas Pitagéricas v1- X2.41- Y2 y 4/X2-1.41+Y?2

Las dos Escalas Pitagodricas incluyen, en conjunto con la escala principal, una representacion gréafica de las
relaciones entre los lados del triangulo rectangulo unidad.

La escala circular v1- X?.41- Y2 en conjunto con la escala principal, dan para una coordenada del circulo
unidad la otra coordenada, y por lo tanto, el coseno para el seno del angulo correspondiente, y viceversa. Las
coordenadas del circulo unidad son los lados de un tridngulo rectangulo unidad, con su hipotenusa = 1.

La escala hiperbédlica vX? - 1.4/1+Y? en conjunto con la escala principal, dan para una coordenada de la
hipérbola anidadla otra coordenada, y por lo tanto, la secante para la tangente del &ngulo correspondiente, y
viceversa. Las coordenadas de la hipérbola unidad son un lado y la hipotenusa del triangulo unidad con el otro lado
=1 el otro lado del triangulo unidad.

Como las escalas pitag6ricas asi como otras escalas de funciones trascendentes deben ser partidas en uno o
ambos lados, las relaciones de los extremos no pueden ser calculadas por medio de la regla de calculo en una
forma directa.

En esos casos se debe hacer uso de férmulas de aproximacion obtenidas de las correspondientes series infinitas.
Cuando los valores de x son pequefios, suele ser suficiente con una relacion lineal o cuadratica entre las variables
independiente y dependiente.

En muchos casos la secciéon requerida de la reglilla cuando ésta ha sido movida queda fuera de la seccién de la
escala pitagérica y otras asociadas a ésta. En esos casos es normalmente posible obtener el resultado deseado si
previamente se duplica o divide a la mitad el triangulo dado y luego se divide a la mitad o se duplica el resultado
respectivamente.

La siguiente tabla muestra las relaciones mutuas entre las escalas pitagoéricas y las principales cuando la reglilla
esta en su posicién bésica, si la cifra fijada inicialmente en una de las escalas es considerada como z. La utilidad
de estas relaciones reside no sélo en su posibilidad e uso directo, sino mas adn en el alto grado de exactitud de los
resultados.

1

N
N
N | =
N | =
N
N
N
1
—
<

1
N —
N
N
N
N
N | =
N
' —
—
|_\

—
<|a <

1
Jz
Vi-z 2- 22 V1-Y2

T < 5
N

N

1

ol

N

1

| =

1- X?

Las escalas Trigonométricas y Arco-Trigonométricas sin X%.arc y X%.arctanY

Las escalas Trigonométricas y Arco-Trigonométricas en conjunto con las escalas principales contienen las
funciones trigonométricas que aparecen directamente en los tridngulos rectangulos unidad.
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En la regla de célculo se prefieren las funciones trigono-

Lan e ) ——30% ¢refen vy métricas a los angulos porque las funciones pueden ser
(R B | B el LAWE 314 proyectqdas en las escala§ principales con el fin de poder
\ proseguir los calculos, mientras que los angulos por si

cogesly Cofle 1

' Y
Voo ‘i m_” 4 mismos sélo pueden ser leidos. Esto esta justificado por el
¥ ] L 1w hecho de que los éangulos no son frecuentemente
RS | ECEIE 3  Fl1—y+ requeridos, sino que mas frecuentemente necesitamos
i | % 100 sy ¢y SADEr l0s resultados de ciertos angulos. Lo mismo sucede

con los argumentos de las funciones hiperbdlicas.

| ! Visto que en matematicas la medida en radianes es el
argumento natural para los angulos, el argumento artificial

| )' para los célculos més apropiado es el grado métrico o el

| / angulo recto. El argumento natural para las funciones

trigonométricas e  hiperbolicas es  habitualmente

I

1

i /' proporcionado con los factores p/2, 2p o p, de forma que
-; se obtiene el angulo recto o un multiplo entero cuando se
/! quita el factor p. Por lo tanto, en la Regla de Calculo

] Mathema las divisiones para dichas funciones se muestran
I en grados métricos.

50 X

il cirela

Las"#f 1“;

La escala Xg..200/p x arc sin Y (abreviada como gsin Y)

| T - | esta estrechamente relacionada con la escala circular.
urit hyperbola Como resultado de la escala principal comtin,
[ 2 = gin(X9
e —— Y =+41- X° =sin(X®).

De esto obtenemos V1- Y2 =cos(X?) y el hecho de que
Triangulos rectangulos en el circulo unidad y la linea del cursor muestra un juego de tres valores para
en la hipérbola unidad con angulos iguales. los dos lados del triAngulo de hipotenusa unidad y el
Las escalas del diagrama no son angulo relativo.
logaritmicas.

El lado a de cualquier tridngulo rectangulo, con hipotenusa c y el otro lado b, se encuentra con

En la Regla de Célculo Mathema generamos la relacion entre los lados de un triangulo dado y los lados del
triangulo con hipotenusa unidad de acuerdo con la segunda de estas ecuaciones.

Para este propdsito, se pone c en la escala y opuesto al indice 1 de la escala Y, o si fuera necesario, el indice
opuesto 0.1. Poniendo la linea del cursor sobre b en la escala y nos dara b/c en la escala Y, y ademas

2 2

abo : . . . . . aBdo
1- ¢—+ enlaescalacirculary el angulo b en la escala sin..arc sin. Al transferir la cantidad ,|1- ¢—+ dela
eCg eCg

escala circular a la escala Y utilizando la linea del cursor, encontramos el lado requerido vc? - b? en la escala 'y
sin alterar la posicién de la reglilla, y el &ngulo @ en la escala sin..arc sin.

Se muestra el proceso de célculo paso a paso en el siguiente diagrama:

y c y

% 1 Y
1- X? 0 1- Y?
Sin(Xx9) 100 Isiny
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Ejemplos: ¢=6.78; b=4.56; a=5.02; a=53.0g sin vers 40g = 1-cos(40g) = 0.1910
15 6 13.75 73.8 sem 40g = (1-cos(40g))/2 = sin’(20g) = 0.0955
15 15 14.925 093.6

Expresiones como d? - ¢? - b? pueden ser resueltas repitiendo el proceso de célculo.

Ejemplo: Y9872 - 6542 - 3212 = 666
La hipotenusa ¢ de cualquier triangulo rectangulo que tenga lados a y b puede deducirse de

2
c =+va? +b? =a1/1+€@9
edg

Consideremos a mayor que b. En la Regla de Célculo Mathema generamos la relacion entre los lados de un
triangulo dado vy los lados del triangulo unidad ‘del otro lado’, sobre la base de la segunda de las ecuaciones.

Para ello ponemos a en la escala y opuesto al indice 1 de la escala Y, o del 0.1 si fuera necesario. Si la linea del
2

. . . ab o
cursor se pone ahora sobre b en la escala y, esto nos dara también b/c en Y, y ademas, ,/1+¢—+ en la escala
edg

2
. . . - f ab o : .
hiperbdlica y el angulo b en la escala tan..arc tan. Transfiriendo el valor 1+¢—=+ de la escala hiperbdlica a la
edg
escala Y por medio de la linea del cursor, encontraremos la hipotenusa deseada ya? +b? en la escala y sin

alterar la posicion de la reglilla.

Este proceso de calculo se muestra en el siguiente diagrama:

tan X° 50 b %tan Y
.2
X2 -1 J2 1+(j’99 N
eag
y a > b va? +b? y
.2
Y 1 b/a 1+ 8¢ Y
eag

Ejemplos: a=6.78; b=4.56; c=8.17; b=37.7g
15 6 16.16 24.2
15 15 15.075 6.35

Expresiones como va? +b? +c? pueden ser resueltas repitiendo el proceso de calculo.
Ejemplo: Y9872 + 6542 +3212 =1227

Ya que la misma posicion del cursor da tanto sin(Xg) como cos(Xg), es posible pasar de uno de estos valores al
otro de acuerdo a las expresiones cos arc sin(Y) y sin arc cos(Y) sin tener que determinar antes el angulo.

1
72

en la escala circular que en la principal, haciendo sin(Xg)=c0s(100-X4) 0 cos(Xg)=sin(100-Xy).

Adicionalmente, si cualquiera de los dos valores es mayor que , éste puede ser obtenido con mayor exactitud

Ya que la misma posicién del cursor da tanto tan(Xy) como sec(X,), es posible pasar de uno de estos valores al
otro de acuerdo a las expresiones sec arc tan(Y) y tan arc sec(Y) sin tener que determinar antes el angulo.
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Adicionalmente sec(Xg) puede ser obtenido con mayor precision en la escala hiperbolica que de cos(X;) en la
escala 1ly.

Las relaciones entre las funciones trigopnométricas para angulos simples, dobles y mitad y las funciones algebraicas
derivadas de ellas se muestran en forma tabular en la pagina 20, junto con las relaciones anélogas entre las
funciones hiperbdlicas.

. . , . - X . . .
Las funciones Exponenciales Basicas e "9y eX y las funciones Logaritmicas Inversas
(-logY)?y logY

) . . . s o - X . s
En la regla de célculo logaritmica la funcién bésica e " ve representada por una escala uniformemente dividida.

. ., -X
Es por lo tanto adecuada para cualquier extension del rango deseada. Las etapas de la escala e "

. ) . e e - 200
pertenecientes a las varias décadas de la escala principal sélo difieren por multiplos enteros de ——1log10 como
p

una constante aditiva.

La “Regla Mathema” (nuevo disefio) tiene una escala e’ ...91nY hacia la derecha.

Los detalles dados en pags. 23 y 24 en el panfleto Mathema, concernientes a la escala la funcion exponencial
Heaviside (que va en direccidn inversa), con los argumentos en “nuevos grados”, aplican aqui igualmente (mutatis
mutandis).

La introduccion del nuevo cursor nos permite prescindir de las reglas dadas en pags. 24 y 25 acerca de la cantidad
de digitos del resultado, ya que el cursor dala potencia de diez como factores de Y, que pertenece a las constantes
aditivas individuales de X.

La posibilidad discutida en la p&ag.28 acerca de componer sinh(x’) y cosh(xg) de los valores de

0.5e + x9 utilizando la escala e ..9InY, puede ser facilmente ejecutada si la reglilla de deja en su posicion
basica. Con argumentos mas grandes el miembro 0.5e + x9 debe ser habitualmente dejado de lado, de forma de
poder decir que sinh(x?) = cosh(x%) = 0.5e + x9, obteniendo entonces la continuacion de las escalas sinh y cosh
de la parte trasera de la reglilla. Para los términos compuestos con 0.5e + x9 aplica que:

Para calcular f(x), 0.5e+x? 6 0.5e +x? , f(x), se pone y(=2) bajo la marca del cursor puesto en e yla
lectura se hace sobre Y = f(x) en la escalay o en la escala 1/y segun sea el caso.

Ejemplo: sin 260,, 0.5€?°* =-0.02725 = -1/36.7

Para calcular 0.5eng(x) 0 1/0.5eng(x), debemos primero poner y= €*¢ (dejando de momento la posicién del

cursor inalterada) sobre Y=2, tomando entonces la lectura sobre Y=f(x) en la escalay o en la escala 1/y segun sea
el caso.

Ejemplo: 0.56%*% sin(330,) = -79.4 = -1/0.01259 (El exponente ? significa grados)
n 200, p" n1n10 n 200, p" n1n10 n 200, p" n1n10
1 146.587 1199 4 586.348 476° 7 1026.109 834¢
2 293.174 2389 5 732.935 5959 8 1172.696 953¢
3 439.761 3579 6 879.522 7159 9 1319.284 072°

Para hacer la constante aditiva una cifra redondeada adecuada para célculos mentales, al menos las primeras 7
etapas, basicamente hasta 140° , el cursor de la Regla de Calculo Mathema tiene marcas que han sido
desplazadas correspondientemente. El borde superior del cursor esta etiquetado en consonancia.

La cantidad de lugares decimales en el resultado €9 dentro del rango de la década principal de la escala Y se

determina por el hecho de que la cantidad de ceros después del punto decimal debe ser igual al factor de las
constantes aditivas.
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De la misma forma, la cantidad de lugares decimales del resultado "¢ dentro del rango de la década principal de
la escala 1/y en su posicién béasica debe ser igual al factor de las constantes aditivas.

10 ..
elP =gl - 431 ; M ?xg%c 1009/Y Sc 0.481° 10 = 4.81
X ﬂ
10 ..
e 0P = g% - g 208: Bpos :M ?Xg &Sc 1009/180 2.08° 10" =0.208
X %) y
10° N
e®P = ef% =1 239 x 10*: M X G5¢ 409/Y Sc 0.1239 " 10°
560 1]
10° N
e3P =e®% =8 07x10°; Bpos :M X 05 409/180 8.07 10°°
560 ] y

10 2000 1465.87+439.76+94.36 10+3
eloP = 20008 — o =4.4x10

10 ..
M ?XQQSC 94.36/Y Sc 0.44° 10 = 4.4
M ']

SN 259 = 6225 me"22%) | 2 =17.135 mo.015 = /22
cosh 17.15
9tanh0.99996 = - 220~ |n J([- 0.99996), (1+0.99996) = - 200, ,/0'02004 = 344,59
p p
Bpos: — Sc2 M ?Xg 05c1.01; 290 (4.4+1.01)=344.59
Jx o p

10 L.
M §Xg g&: zog/v Sc 1.37 ; y Sc 1/sin Sc 40°//y Sc 1.37 /Y Sc 0.805

X

e x sin 40% = €2 x sin 40° = 0.429

B pos: M ?{exg b Se 209 [ vy Sc 0F3; v Sc it/ sin 5c 408 My Sc DFE F Y Sc 0439

agmp &8 = Z0 ran e¥d —— 100 = 2 X 74359 — 000 = 51-Fa

Bpos: M U{exd) Sc 803 7 ¥ Q¢ E88; !y 8c 2846 / tanm Sc 23-45; 1008 — 23450 = 74353
(o simple: tanh Sc é0s / sin Sc 52749

La escala para la funcién basica €* difiere de la escala de la funcion €™ en que esta aumenta de izquierda a
derecha en la parte basica i en las superiores, por la correccién de la cantidad de lugares decimales en la parte
preliminar y por los argumentos que son expresados en nimeros naturales.

Como las funciones exponenciales y logaritmicas son de igual importancia, la Regla de Calculo Mathema esta

provista con las funciones €*..log Y y también con la funcién log X..". Como resultadote esto siempre es posible
ejecutar los calculos directamente.

Sin embargo, debe tenerse en cuenta que la precision de la lectura difiere de la misma forma que entre las
funciones basicas y las inversas. Al tiempo que el exponente aumenta, la precision de lectura de la funcion

exponencial basica € también aumenta, mientras que en la funcién inversa €' disminuye. Los dos grados de
precision llegan a igualarse cuando el exponente es 1y el resultado € = 2.718281828459 = 1/0.3678794412. Lo
mismo aplica para la precision en la lecturas de los logaritmos.

La constante aditiva para las diferentes etapas de la escala € es un niimero entero mdltiplo de log 10 = 1/M =
2.302585093 = 1/0.434294482.

n n log 10 n n log 10 n n log 10

1 2.302585093 4 9.210340372 7 16.118095651
2 4.605170186 5 11.512925465 8 18.420680744
3  6.907755279 6 13.815510558 9 20.723265837

Para obtener las constantes aditivas de varias etapas de la figura 2.2, el cursor de la Regla de Célculo Mathema
esta provista con marcas emplazadas para tales efectos. El borde del cursor en el lado estrecho esta etiquetado
correspondientemente.

Ejemplos:
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Im gt = DEF — In 0558 ~ —0.584; Bpas: p1— b Sc GBF ) ¥ 5c J358; Wy 5o 0553 / W % few) Sn --053:
I €os 209 - In BACS = —32i%; Bpos: sin 3o 409 ¢ Y Sc DE05: Sy Sc 0808/ M7 (e 2c - - 07217

ln sec 40 @ = In ==. = [a 1238 = 0217, B pos: gin 32 6L2 Wy 3 1988 Y ¢ 1238 ¢ MG (e Sc 4312
in ginh 405 = In 04F = —04; B pes: sinh 02 7Y Sc 08F; Wy Sc 047 7 MG (oY) B2 54
PRSI RS s — LIRS Bopas: U 1 Sc 1040 Y SC 0P85 Uy SC Q285 7 M K {ex) Sc —175s
In toir 358 - I 037 = - D674 Bpos: ton Sc 308 O ¥ Sc a5 051 1A },{J [exy B —0.474

It 1adir 0§ = iy ooy 309 == I“f:l.é‘. = U&7 Bpos: fon S0 309 7 Wy Sc 194, Y Sc 196 7 »a JL{e™) Bo 0&74
Iy cosh 403 o [n 12306 == 0486; B pos: cosh Se 462 7 M [ {e%) Sc 0185

el = 735 WD fex) Se 2 Y 5o 07EF X 10

el -+ 015A5; B pos: M ﬁ:, (=) o &0 Wy So 1-ZE3 w0

gd = o+ 16 = B46; M 38 {ox) 5o 18 0 Y Sc D54 X

g4 = eT?—18 = J0183; Bpos: M (en) Sc 18/ Uy Sc 185 % 107

alt = ef2+ 22 = 35600, M{E{eX) Sc 18 /Y Se 0569 X 107

ell = e84—21 = QLAONE7; B pos: M3Eles) Sc 18 £ Yy Sc 147 X 108

B0 == @¥2A0E ok PERS o= 249 I T0AT; M?,‘;,E. fex) S¢ 1.297 7 Y Sc 0249 >0

erosinh D& = In {08 — 71 L 06 = In {0464 11148) = In 1766 = 0E59

Y o8¢ 06 4 1 Y S 1188 Y Sc (1948 - Ba) F MG (e Se D54F: for y Sc 08 S sinh Sc 35250 - FEET)
at 1anh D6 = 0 Y[ 5 38 + () —06] = 0493

PR SCTE S pr Sc 040y Se 1Y 5S¢ 2 Y 5c2 /M Giex) Se 0893 (or Y Sc 04 ( tarh So 4419 —= 0475)

Las funciones logaritmicas basicas +log X y las funciones exponenciales inversas e*

Para las funciones logaritmicas basicas y las funciones exponenciales inversas la Regla de Calculo Mathema tiene
dos grupos de escalas de tres tramos, Y = * log X para logaritmos positivos y negativos, €' para potencias
directas y reciprocas de €.

Con las escalas logaritmicas obtenemos, no solo los logaritmos naturales en la escala Y, sino también los
logaritmos en cualquier base a deseada. Para este propésito, ponemos un indice de la reglilla opuesto a la cifra a
en la escala logaritmica, obteniendo: oga=1

Los logaritmos en base a difieren de los logaritmos naturales en un factor constante, el modulo
M,=1/log a

De particular importancia es el mddulode la década de los logaritmos de Brig. M =0.4343
Ejemplos: log 2 =1g 2 =0.301 lg 10" = x

Elevando el nUmero a la potencia m con la ayuda de la regla de calculo puede ser explicado como formar m log a

en la escala Y y su antilogaritmo en la escala €" de acuerdo con la relacién
loga™ =mlog a

En lugar de esto, sin embargo, también es posible determinar el antilogaritmo de m x ®log a comenzando en la
escala y. Que esto se normal se desprende del hecho que en este caso la escala Y no se requiere para nada, y ni
log a ni m log a son leidos.

Por evolucion, lo anterior aplica con 1/n = m.

Las siguientes operaciones se definen de tal forma que no es necesario insertar la reglilla.

-In X 1/a 1/a™ e -In X 1/a 1/a™" e
lly m 1 lly 1ly 1/n 1 lly
y 1/m 1 y y n 1 y
In X a a” eY In X a a'" eY
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Ejemplos: e
158 s 235 10 In S A0S fy Se 1 iy 822 027 InGepahy A
D5 = D3EHE; A0 2095 f v Eel Ay Sc? f 0T InSe (35S iy

5.

105 == D87LS; - 01 In Sc 05 7 vy S¢S y 8o § —la Scilémns ¥
FTACET —- DT Mg i3y = AT RN 02 - CEE = 5.8 0 1022 (R

e 09 S0 In Be A0 S5 07 Ty Be 3345 J y 5o BT

GF CRET = 258w S0l S0 InSc 10 Sy SchEB 01 InSc 38

[ J34E 20105 == In 246 -+ 8 In 10 = &1 < 1847 = 2353

0 IS 248 /Y Be bt Bl in 810 F w S5c1 Oy 5ol 7Y Sg 1848 E
ot s JplET o QEIGE o T3F T Y S S5 0 In S 1810;

Yose 181 f oy En 3N A0

e Y =0 .8 =ip Sv 4049 |n Sc 18

fln 10)¢ = 3; 04 In S¢ 360 7 vx 3¢ 53

Iy fmi0y = 2835 01 I Se 10/ M,Iff:, [ex] 5S¢ 0235

Los dos grupos de escalas logaritmicas muestran niameros
gue son reciprocos unos de los otros. Los valores dados
por € > X > 1/e seran leidos con mayor precisidn que en la
escala y o en la escala 1lly, y sera mayor cuanto mas
cercanos a uno sean los nimeros.

Ejemplo: 1/1.01234 = 0.98781

Las Funciones Hiperbdlicas y sus inversos

Las escalas de las funciones hiperbdlicas se encuentran en la parte posterior de la reglilla. Como en el caso de
otras escalas en la reglilla, y como las variables son nhuevamente indicadas por x e y, los nimeros se refieren a la
escala y. El pasaje entre las escalas hiperbdlicas y la escala y se lleva a cabo por un lado por medio de los trazos
del cursor, y por otro lado por el indice de la escalay.

Ejemplos:

sinh O af2 -~ sinh 609 = 1.088; 01 sinh §c¢ 402 / y Gc 1-088
ianh 04 a/2 — tanh 409 = 0-657; tanh 3¢ 400 7 Y Zc 0657
gainh 02 — 124859; y Sc 02/ slnh Sc 12653

cosh 35 ;l = gosh E0s = 1.525; .01 cosh 3¢ 509 [ v 53¢ 1325

s 3 - 9105 T _

o arsinh 2 = osinh 2 ~ 91.99; y 8¢ 2/ &1 sinh S 9152 . Funciones Hiperbélicas.

[n eosh 5809 =~ Im 1-325 - 0-281; B pos: 01 cosh Sc B0a S B 5 (e Sq k38 51as de este diagrama no son
logaritmicas.

Como coshx =+/1+sinh?x , podemos encontrar los valores de cosh x para argumentos pequefios con la ayuda de

la escala basica sinh y la escala hiperbélica Y1+ Y? con mayor precisién que si usamos la escala cosh.

En forma similar, sechx =+1- tanh? x se obtiene con mayor precision para valores pequefios de x si utilizamos la

escala circular v1- Y2 .

Ejemplos: o S
coth 108 = 11 + sinkh®x = 1012%; 103 = 0-157%; corsor deft ¥ Sc 01 ¢/ corsor right 31 -1 Y* So 10123

acosh 10246 = 0223 = 14.29; cursar right 1¥xE—1 Sc 10248 / Yeft cursor ¥ Sc 0142 = 1423

sech 109 = ¥1—tanhéix = 0.9876; cursor teft Y Sc 81/ cursar rIght 11 wm ¥t S 19874

ssech (975 = Q2125 = 14.33; curser right 1 — % Sc C975 / curtor left ¥ 5S¢ 0143

De la misma forma, la relacion cosh x = 1/sech x podria ser utilizada con el propésito de convertir los nimeros
cercanos a 1 en numeros reciprocos. No obstante, en aras de una mayor simplicidad, el uso de las escalas
logaritmicas + log x proporciona resultados mas precisos.

Cuando se calculan expresiones compuestas con funciones hiperbdlicas, comenzamos por la funcidn
hiperbdlica.
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Ejemplos:
sin 408 ¢ sinh &0 — D8B1; &1 sich Sc 602 7 Y Se T4 sTn Sc 09 ) vy S 0881
gin 619 = ginh 409 = 0743; sin Sc 409 ¢ 01 sizh Sc &09 F v Sc 01 4 Y Sc 0743

-X
e . . .
Para valores de x > 224% el factor — pude ser despreciado en los casos de sinh y cosh. Entonces aplica lo

siguiente:
eX
sinh x » cosh x » >

Ejemplos:
zin 3I09 X sinh X309 = —7%d; stn 3309 = ——sin T02

4T ; \ : :
M gpfer” ) SC 50Ty 502 # y Sc1 /Y 5¢ 892, y Sc 892/ ¥ Sa 1 sin Sc 700 ¢ ¢ Sc 79
sin 2400 = =zinh 280y — —O0272%; sin 2609 = -. sip 409 -
[
w 5c 1 S sin Sc 408 My Sc 2 0¥ S w818 v Se 0 5 Y Bo 1418 55 M gy (es) Se 120 Yy Sc COR7ES

Las relaciones entre las funciones hiperbdlicas con argumentos simples, dobles o mitad y las funciones algebraicas

a obtener de ellas se muestran abajo en forma de tabla, junto a las correspondientes relaciones entre las funciones
trigonométricas.

trigonomeétricas
hiperbdlicas

os | S| e | L | [amlime? | [
sinhj - 2 1 2 2
z
cosj Tg? . _ 1++y1mz? 1+z
coshj mz 1- 22 Y 2

Relaciones entre funciones

con argumentos simples, dobles y mitad

z
. 1 _— +
tanj S A i} 1++1mz? Jilmz z
tanhj —2+1 T 42 +1m1+ 22 1+z _ z
Z - - - -
7 1++/1+ 2?2
1
sin2j 2z T
sinh2j 2zV1mz? | 2z+1mz? 1242 z V+1mz? 1
- z?-1
COSZ] ]_m22 1
2 2-1 2 7 —_—
cosh?2j 1n2z 2z 1+ 27?2 1mz 1- z2

. 1
tan2j | 2zy1mz? | 2zy+1mz? 2z T 1

. 1 +t—m
tanh 2j 1m222 272 _ 1 1mz? N z
z°ml

simbolos superiores en las formulas de arriba pertenecen a las funciones trigonométricas y los inferiores a las
funciones hiperbdlicas.

[y
N

Las funciones dadas para z de argumentos simples, dobles y mitad son obtenidos si el valor de la funcién inicial
para el argumento simple de la misma columna es igual a z. z puede ser originado por una expresién compuesta

a
comoa/bo ,[— .
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La relacién de una funcién con un argumento simple, doble o mitad de la funcién inicial, en la misma columna con
un argumento simple, es obtenido reemplazando z por la funcién inicial. Las expresiones pueden ser muy
facilmente simplificadas si el énfasis recae solamente en el argumento doble o mitad como valor inicial., y no en
ciertas funciones iniciales de dichos argumentos.

Un ejemplo importante del uso de las expresiones anteriores es la soluciéon goniométrica de ecuaciones
cuadréticas.

x2 +2ax- b%? =0

Hacer % =tan2j yencontrar X, =nbtanj , x, = nbcot]

x? £2ax +b% =0 , cuando b<a

Hacer % =sin2j yencontrar X, = nbtanj , x, = nbcotj

Ejemplos:

'+ 2dx — 5] -0 a - 17 b = 752w = 221 K ¢ -— 2564

Y 5c 752y S 117 My Sct ! tan Sc 34380 o = 18189

¥ oe 1Sy 252 tan Sc 18483 /¢ Sc 221; w Sc 1 /Y Sc 752 4 tan Ec 18483 [/ iy 5S¢ 25441
ok R+ B0 = 0; a — WP b o BRI owp T -2 wy = — 204G

¥ S A2 0y Se 1T Ny Se 1 S sin Sc 4dd4u; = 22444

¥ ScTEZ2/Y Scl NV ton 5o 2220 My Be 274 vy B2 1Y ¢ 752 N tan Be 1229/ 'y S 2045

Cocientes Diferenciales e Integrales Indeterminadas de las funciones elementales
de la Regla de Célculo Mathema

= 1) f (1) £t oy
mixm—1 o ®M=Y fmd-1) 4+ O
Wl e Yi—x? 06w 11— 4- 05 arcsin % - C
Wl F] +x? Tt D5% 171-%2 = 0,5 arcsinh x | ©
ef e Pri— B8 x V-1 - 08 arceosh 2 2 €
s | gt ex +
15w In= wilnx —x =
COR X sinx —caos x + 0O
sin cos X sin ¥+ O
BECT N 1 ¥ -—tn cos » —
CE0CE coler ¥ Inzginx i C
sln x/cost sRC ¥ In I;ji::;i | = Inig {m4 -2 | © = arcmp x + C
cos wisin® x cosec x —In ];’1.':' ERER b
C 1 - o
it aresln x ¥ omresin x4+ 1—x* + €
iFy—xt ArCEHs X ® grecos x — V1—* + C
L+ x4 awctg x x arclg % --In Ir"'“‘!*"-g +c
1 {1+x8) arccotg x w arccaly ¥ + In 1—’1-!—)1- +
ceeh % sinh ¥ cosh » - C
siivh X coshx sinh x + C
sechix igh= In cash % + C .
casecht x cotghx Incesh x + C i*ix}_ F (%} J f{x) ex — ..
sinh wfcosh® x sach x 7 arctg ex + € V¥ + 1 owsinh X X arsinh x — prf+1 + ©
eoagmp x ~ 2 F 0 Upxt—1  oreshx  x arcashz — ¥al—1 4+ C
, covsh 3 -l l W{1—x"  aiclghx xamcighx + In P1—xF + ©
b wulnfix Resseh 1’/cnshx +1 ¢ i1—=" arccotghx xarccoighx + In }Fﬁ":-'f'% c
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Series de Potencias de las Funciones Elementales reales y complejas

[z 1]

Vi+z = > [E';r-l"’] ¥ ot 2 2 4 ZV1E — Z4I5,6 S T36,57145 — Z4BTEI0 + .. lZ1< 1
m=0

P " =
vEET = i 2 (i {0F) famo= i iz — A0 & 1016 — US4 £ 1BSTIAGE — . ) P
m-=0

o3

e =S arntb= 1 + 2 F 52 4 #0 L op424 £ 1520 R ZW70 + TUBIMD 4+ 240330 + 2] € =
n=1

in{1+z} = % =11z - g e 2P T — 20 S e S+ 2T — 08 N — 21+ lzl < 1
n=1

:i:h i . % (+ QnENEEn F 1F = z 4 28 - 20 4 gis040 |- IUISISEE + T3P P14830 + . 7] <
n—0

el = % (+F Dnzzviingt - 1 F 232 4 ze2d & p6720 4 oV40A0 4 2F A2BA00 & 2 ATY OBV 40O 4 L. 7| =
r=10

:gh : _ R'E .['_; 1in-1 FEngien—f}Ban ZEn—THEMIE = z £ Y3 + ZFES L IR EIRA] 5 rW4RFiNEY X nw12871542 b L
7] < qid

n=1

colg e A AT o oot fra7ne o uass et ¥
=3 [+ 1n22n B gfn-102000 = iz 4 =3 — zV4h + ¥R h — 2 VATES + oFEARTT S — 2RMARII0T + L.

totgh 2] < a
-0
[as] s
I T-TH § _E [— 1" Ez zanf2n)t =1 & 722 1 24 B & 2941 B00E3 - 29 1P £ T BAFRE + L . i S T
Beely ¥ B )
n—20o
ak —
FoEng oz = §— m (1] Bop En-14in)t = T/z 2 oA |- ZROTARAE7 L REMET T4TRT 4+ ZTen TR 4 =l oo
cosech =
n—10o0

o

arslph x =2 | 2 (E TR (TN R T) (E0b e 2 V6 ] B350 L a2 4 ZNELITAD © g0 gRE) 4

lz| <
n=1
arccag T = Tf7 — qeesin F
ol
areozh £ = InZz- - 2= {En—"10 0 - Zin+ipd 2] == 00 37 o 3043 e WNIDSSEETRY o= 117 220 — 4729057 430 — [E{ I
n=1
- — - — ==
aretg z _ = {0 N edid W fdn H1) = 2 + 703 4+ 25+ T P 4+ 2T RN 74 I
arctgh =
n=1
arecaig T = arctg L (2n) 1=2.46...2n
arceotgh = = arctgh 3z (2n-1) 1 =1.3.5...(2n-1)
arcsec £ = orecos Wy o . L . .
arsoeh z <= grcosh iz La limitacion de los primeros términos de una serie de potencias resulta

en una formula aproximada a las funciones para los casos de

= T z
argcoREs ¥ = mrcsin M argumentos pequefios o grandes.

arcosach £ = arsinh 4z
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Funciones Complejas, sus representaciones conformantes y Sistemas de

Coordenadas de Planos Ortogonales

z=ux 1+ Iy
r==ir.|==rp’x'+1,r=_
p =g T =arqgywx bk Iam

z=r{cosg T+ ising} —re®=r1""" (Euler}

el = ai [ros y + | sin vy}
cos p = {ois + g-iz)/3
5N == fele — e -ie) f2i

sin ix =  1sinh x

cay ix = Cosh

tg lx =  1igh %

colg i = i cotgh =
sinz = sin ¥ zach y 4-

+icosxsinhy
cas r o— cos x cosh y =

—i 3ln % ginh ¥y

r

s$in2x -+ 1 sinhZy

10 ™ ool T eoshly
L 8in2x — i sinkdy
rolg 1 --cosix - cash?y
sresin 12 == Tassinh z = 1in {z 1+ 1 e
arcues iz — —arcashiz ~ Zilniz F 428 4 =2
- i i == ] igh L F.i_-_z
arcig iz i aicigh z I In ! L
mrocolg iz == —i arccalgh o= i In 'E}-”'?'I
e=1

W= (2] tos @

y = |zl sin @

m = nambkre cntier

=it icosneg -+ ishng =
roging= m |2 e (Moivre)
Inz=Inlz] + ig
lnz={In2)msn

sfmf i = 1 ginx

cosh ix = COE ¥

igh ix = itgx

cofgh ix = —{ colg %

sfmh 2z = sinh ¥ cos y -

+f cosh x siny
cashz = cozh X cos y -

+i sich x &in y

stnh2x |- i sindy
I-g"l T == — — ==

coshld +  gosly

SN2y — i sinly

1 S ot e, e A,

colgh 2 cochi® — rcosdy
arcsin z = -l arsinh iz = —i ln {lz -+ ¥1- 2%
arccos z = —| arcash £ = H n (2 + 1 y¥1—2D
arcly T = —i arctgh iz = —i In '[fl_"f
- te
- e g S
arecody 2 i orcoatgh iz iln 'I S

Para una funcién analitica Z = f(z) = X (x, y) +iY (X, y), la ecuacion diferencial de Cauchy-Riemann

dX _ dy

dx dy

Y aplica la ecuacion de potencias de Laplace

d?X . d?X
dx?  dy?

dx

dX _ dy

dy dx

d?y  d?Y _

_2+_2_
dy

Una funcién analitica Z=f(z) proporciona, para una curva en el plano z, una representacion conformante en el

plano Z, y viceversa.

X(x, ¥) y Y(X, y) son funciones armonicas.

La representacion conformante de un sistema ortogonal de coordenadas nuevamente resulta en un sistema

ortogonal de coordenadas.
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Coordenadas Parabdlicas

Z:Z2 Z:\/E

El plano Z tiene dos superficies Riemann con puntos de ramificacion Z=0 y Z =¥ ; en esos puntos
singulares f'(Z)=0 o =¥

+ -
X+iY:X2_y2+2ixy X+iy:\/(R X)+I\/(R X)

2 2
Y, = 2y4Jy2 + X , parabolas co-focales para y=c Y, = zi , hipérbolas equilateras para X=c

X
Y, = 2xVx? - X, parabolas co-focales para x=c y, = Vx?2 - X, hipérbolas equilateras para X=c
i
Re! =r2e? | coordenadas polares con re' = VRe? , coordenadas polares con
argumentos duplicados argumentos mitad

Coordenadas Polares
Z=e z=InZ

Los 4 cuadrantes del plano Z corresponden a las 4 tiras paralelas de ancho 7/2 para el rango desde y=0 hasta
y=2m del plano z, que tiene una cantidad infinita de superficies Riemann.

X+iY=€"cosy+ie€siny x+iy=InR+i@
Y, = X tany, lineas rectas a traves del punto cero para y=c y, = arcsin Y&™ + 21m

Y, = ve? - X, circulos alrededor del punto cero para x=c Yy, = arccos Xe™* 2mm

ReY =e* " @V r(cosj +isinj)=InR +iy
R = ¢" r=y(nR)? +j 2
_ . AR 6
=y j =arccos¢—+
el g

Transformacion por Radios reciprocos, inversion

Z=1/z z=1/Z
. X .y
X+iY =—- =
r2 r2
1 1 . . . .
Y, =-—+ ———5 » facimos circulares para y=c, en contacto con el eje real: dipolos
2y \4y®- X

Y, =+ > » racimos circulares para x=c, en contacto con el eje imaginario: dipolos
X- X

Reiy = i
re!
R = 1/r, refleccion con respecto al circulo de radio unidad y =-j , refleccion con respecto al eje real
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Coordenadas Elipticas
Elipses co-focales e hipérbolas co-focales con puntos focalesenZ=+102Z = =i

Z =sin z; X /cosh y +Y /sm y = X2/sin®x — Y?/cos®x = 1.
Z = cos z; X /cosh y+Y /sm 2y = X2Icos®x — Y¥/sin’x = 1.
Z =sinh z; -X /cos y + Y /sm y= 1 X2/sinh® + Y?/cosh®x = 1
Z =cosh z; X%lcos?y - Y¥sin®y = 1; X?/cosh®x + Y?/sinh®x = 1

La imagen de las coordenadas para Z=sin z, cos z y cosh z corresponden una con otra (puntos focales en Z=+1),
mientras que los de las coordenadas para Z=sinh z estan rotados 90 grados con respecto a los anteriores.

Superposicion de las redes Cartesiana y reciproca; dipolo en flujo directo

Z=z+1/z;iZ=iz-1liz z=0.5Z ++0.252%1

X+|Y—x+i+|$/- 19 :§+}90051 +|€?- }gsmj
e o

r r’g rg

Las coordenadas Cartesianas del plano z proporcionan en el plano Z la imagen del flojo alrededor del circulo de
radio unidad (lineas de flujo y lineas equipotenciales), y de la misma forma, las del flujo dentro del mismo circulo.
El circulo unidad del plano z tiende hacia la linea recta que va desde X=-2 hasta X=+2 del plano Z.

Los otros circulos alrededor del punto cero del plano z proporcionan elipses co-focales en el plano Z, con puntos
focales en X = £2, mientras las lineas rectas a través del punto cero del plano z se convierten en hipérbolas co-
focales en el plano Z, con los mismos puntos focales antes mencionados.

Los circulos a través del punto z=+1 tienden hacia arcos circulares en el plano Z.

Los circulos a través del punto z=-1, con el punto z=+1 en su interior, tienden hacia perfiles alares Zhukovsky.

Fuentes y Fuentes Negativas del mismo espesor, coordenadas bipolares

Z = tanh z/2 z=In(z+1)- In(z- 1) = |n§+1
Z = coth z/2 z=In1+2)- In(1- 2)= In%

R; =|cosecy|, racimos circulares para y=c alrededor de X=0, Y=+cot y a través de los polos X=+1
R, =| cosech x |, racimos circulares Apoldgicos para x=c alrededor de X=+coth x, Y=0

Z = tan z/2 z = -iln(L+iZ)+iln{l- iz) = "'”iﬂz

Z=cotz/2 = -iln(iz - 1)+|In(|Z+1)_-|I Z+1

= | cosech y |, racimos circulares Apologicos para y=c alrededor de x=0, Y= i cothy
R, =| cosec x|, racimos circulares para x=c alrededor de X=+cot y, Y=0 a través de los polos Y=* 1

Dos Fuentes o Fuentes Negativas del mismo espesor

Z=+e’+1 z=1In(Z-1) + In (Z+1) = In (Z*-1)
x=0.5In (R*= 2 R? cos 2 +1)
y = arctan sin 2y
cos2y - 5
R

Las paralelas al eje real en el plano z se convierten en hipérbolasen el plano Z; pasan a través de los polos X=+1,
sus asintotas a través del punto cero.

Las paralelas al eje imaginario en el plano z se convierten en curvas Cassini co-focales en el plano Z, con puntos
focales en X=+1; en particular, el eje imaginario del plano z se convierte en lalemniscata del plano Z, de acuerdo

con la ecuacion R = ,/2cos2y .
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